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Die Typen der linearen Complexe rationaler 

Curven im R r . 

Von S. Kantoe. 



In der Théorie der endlichen discontinuirlichen Gruppen, welche ich fur 
die Ebene in meinem Bûche* feststellte, hat sich mir nach mehrfachen Versuchen 
die Ueberzeugung befestigt, dass auch fur den B r jene Théorie nicht eigent- 
lich auf invariante Functionenkôrper von r + 1 Variabeln — die invarianten 
i^-rSysteme — zu begriinden ist, sondern dass vielmehr die invarianten Curven- 
complexe zum Angelpunkte fur die Entdeckung der Aequivalenztheoreme werden. 
Bewogen durch dièse Ueberzeugung hatte ich bereits in der ersten Hâlfte des 
Jahres 1896 einen Abriss jener Théorie auf dem Fundamente der Curvencom- 
plexe skizzirt. Es erweist sich zu ihrem vollstândigen Abschlusse als eine noth- 
wendige Prâliminararbeit, Théorème zu finden, welche fur die rationalen und 
elliptischen Curven im B r dasselbe leisten, wie jene, welche man in der Ebene 
theils seit langer Zeit, theils durch meine 1899 (Monatshefte) verôffentlichten 
Arbeiten kennt. Und eben im B r zeigt sich die Nothwendigkeit dieser letzteren 
neuen Théorème, welche ailes Irrationale ausschliessen.f 

Wie im B 2 sind auch im B r zwei Reihen von Theoremen zu bilden. Die 
eine sieht ailes als gegeben an und hat also allgemein nur einen numerischen 
Werth ; die zweite reicht in allen Fâllen, auch wenn die Basiselemente nur grup- 
penweise rational bekannt sind, aus, wobei also der natûrliche Rationalitâtsbe- 
reich der geometrischen Data nicht ùbe/rschritten zu werden braucht. Die 
Superioritât der zweiten Beihe liegt auch hier darin, dass sie eigentlich vor die 
erste Reihe zu treten hat. Denn dièse kann aus jener gefolgert werden, wàhrend 

*Mayer u. Millier, 1895. 

tDenn in den Fâllen, wo die Théorème aus der Ebene zur Anwendung im Br gelangen, wird, was 
in der Ebene discrète Punkfcgruppe war, ein Weber-Dedekind'sches Polygon auf einer algebraisohen 
Varietât und verliert die fur die Betheiligung an einem Fundamentalsysteme nothwendige Bestimm- 
barkeit. 
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sie selbst derzeit wohl ûberhaupt eine arithmetische Herleitung nicht gestattet, 
sobald r > 2 . Ich spreche dièse Meinung aus* obzwar ich selbst in Acta Math. 
XXI. p. 1-78 fur eine sehr ausgedehnte Classe von Systemen die arithmetischen 
Théorème auf dem Wege der Relationen fur die Singularitâten entwickelte. 

Aus dem Folgenden sei das durchgehends zur Geltung kommende Princip 
der Transversalmannigfaltigkeiten hervorgehoben, das die Théorie im B r ohne 
die Herbeiziehung noch hôherer Râume in zufriedenstellender Weise aufzubauen 
gestattet. Dièse Méthode enthâlt das frùher (Acta Math. XIX. und C. R. 1885) 
in Anwendung gebrachte Princip der Verminderung der q> als speciellen Fall 
in sich. 

In §4 habe ich eine von Domenico Montesano, einem der besten lebenden 
italienischen Geometer, als angeblich typisch durchgefûhrte Bintheilung der 
linearen oo 2 - Système von Kegelschnitten im B s als in diesem Sinne falsch nach- 
gewiesen. 

In §5 gebe ich die Verallgemeinerung eines vielgenannten Picard 'schen 
Satzesf ûber M 2 im B 3 auf M r _ x im B r . 

§1. — AUgemeines ûber lineare Complexe von Curven im B r . 

1. Ein linearer co r-1 -Complex von Curven C k im B r ist ein solcher, von dem 
durch jeden Punkt des B r nur eine der (7 fc ,geht. 

Lemma.% Jede Involution von oo r k-punktigen Gruppen im B r ist rational. 

*DerGrund fur diesen Ausspruch ist eben in der Unhandlichkeit der Nôther 'schen Postulations- 
formeln zu suchen, auf die ich bereits Acta Math. XXI. hingewiesen habe. 

iCr. J. Bd. 100. 

îlch habe diesen Satz schon in Acta Math. vol. XIX ausgesprochen. Ich wûrde es aber gar nicht 
nothwendig haben, den Satz hier zu beweisen, wenn ich nicht meine Théorème durchwegs allgemein 
fur " aile Complexe des Indexes 1 " auszusprechen wiinschte. Wollte ich die Théorème dieser Arbeit 
nur fur " Curvencomplexe, die als gegenseitiger Schnitt von r — 1 M r -v Systemen im B r erzeugt 
werden hônnen," aussprechen, so kônnte ich' es einem neuen Problème anheimstellen, iiber die Iden- 
titât aller Complexe 1. Ordnung (oder des Index 1 oder wie ich im Texte absichtlich sofort sage 
"linearen Complexe") mit den eben gekennzeichneten Complexen zu entscheiden.— Mit dem obigen 
Beweise halte ich selbstverstândlich die " délicate " Frage der Rationalitât aller eigentlichen Involu- 
tionen r-ter. Stufe m linearen Râumen fur entschieden. Anders verhâlt es sich mit der von Castelnuovo 
wie von Enriques noch nicht erwâhnten Frage der Involutionen oo' +1 , . ... bis œ 5 ' - 1 im &■ , unter 
denen ich die Môglichkeit irrationaler Involutionen wirklich vermuthe. Jedoch sind solche Involu- 
tionen infcermediàrer Stufe bisher der allgemeinen Auf merksamkeit entgangen, cf. n. 5. am Ende dièses 
§1. Rational sind allgemein im R r aile œ^-stufigen Involutionen, ob aber auch fiir h > 1 die œ^+^-stu- 
figen Involutionen irrational sein kônnen, dies erst ist eine wirklich délicate Frage, die ich mit dieser 
Note angeregt haben will. 
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Denn man kann aile oo 1 * &-tupel des B r auf die Punkte eines B rk derart 
abbilden, dass jede Gesammtheit von oo r( *- 1 > &-tupeln mit einem festen gemein- 
samen Punkte P auf einen B r(k _ 1) des B rk abgebildet ist. 

Ich bewirke dies, indem ich im B r r lineare J/ r _ x -Systenie, jedes von k 
Diinensionen angebe und welche solche Lage haben, dass je r M r _ 1 aus den Sys- 
temen sich in k freien Punkten sebneiden. Man kann etwa die M^_^ unicursal 
nehmen, etwa aile mit demselben (n — l)-fachen Punkte, und sieht, wie die Con- 
struction dieser r Système auf ein rein arithmetisches Problem hinauslâuft. 
Dann'nehme ich r lineare E r( j._ 1) -Systeme, jedes mit einer Axe B rk _ k _ 1 und 
weise sie den r if r _ r Systemen zu, indem ich ûberdies zwischen jedem Paare eine 
collineare Beziehung herstelle. Dann ist die Abbildung erreicht, indem die 
r Brk-k sich in einem Punkte schneiden. Durch einen Punkt P von B r gehen 
dann r a>* _1 -Sy sterne von M r _ ït welchen im B rk durch die r Collineationen 
r B rk _ 1 entsprechen werden. Dièse schneiden sich in einem Baume der Dimen- 
sion r (rk — 1) — (r — l) + rk = r (k — 1), welcher B r(k _ 1) das Bild der &-tupel 
mit dem gemeinsamen Punkte P ist.* 

Durch jeden Punkt des B rh gehen h solche B r(k _ 1) . Die Bild-Jf r einer Dévo- 
lution co r von &-tupeln des B r schneidet jeden B r(k _ 1) in einem Punkte und nur 
in diesen. Es wird in vielen Fâllen môglich sein, zu bewirken, dass dièse 
B r(k _ 1) keinen allen gemeinsamen Punkt besitzen ; auch wenn die J£-rSysteme 
so gewâhlt sind, dass die B r(k _ 1} allen gemeinsame Punkte besitzen, kann der 
Schluss auf die Eationalitàt der Bild — M r mit Sicherheit gemacht werden. Denn 
die M r ist im B rk ein — eindeutig auf die co r -Reihe der B rQe _ l) bezogen, ist es also 
auch auf die Punkte eines B r . 

Gorollar. Jede Involution oo r im B r ist aïs der gegenseitige Schnitt von je r 
Varietâten M r _ x in einem, Unearen oo r - Système anzusehen und zu construiren. 

Ich sage : die Involution sei im if r _ 1 -Systeme erzeugt. Dies ist unendlich 
vielfach môglich. "Wenn eines dieser Jf r _ 1 -Sy sterne vollstândigf in dem Sinne 

*Fiir r = 2 wurde das Theorem bei Castelnuovo Math. Ann. XLIV : " Sulla razionalità délie curve 
piane " bewiesen. Ich bin aber der Ansicht, dass sich der Uebertragung seines Beweises auf den B r 
Sohwierigkeiten entgegenstellen, die auch mit den noch unbekannten Geschleohtseigenschaften der 
algebraischen Mr-i kaum iïberwindbar werden. Ich hebe deswegen hervor, dass vorliegender Beweis 
das Schwergewicht auf ein arithmetisches Problem legt, die Bestimmung der restlichen Schnittpunkte- 
zahl h von M r -i mit gegebener Basis und invers die Bestimmung dieser Basis aus der Zahl k, und dass 
nach Lôsung dièses Problèmes der ùbrige Beweis sich ganz natûrlich entwickelt. 

f Noch muss beachtet werden, dass das Theorem, welches Castelnuovo beweist (oder das von mir in 
Acta Math. XIX ausgesprochene) nieht neben den Aufsatz von Lûroth zu stellen ist. Lûroth hat sicher 
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ist, dass es in keinem Système hôherer Dimension aber gleichen Ranges h 
enthalten ist, sind es aile." "Wenn dièse Système unvollstàndig sind, ist fur aile 
die Minimaldimension eines enthaltenden vollstàndigen Systèmes dieselbe." 
Dièse enthaltenden if r _ r Systeme erzeugen Involutionen oo r ', in denen die gege- 
bene enthalten ist. 

Theorem. — Jeder lineare oo r - } -Complex von G k im. R r ist der gegenseitige 
Schnitt von je r M r _ x eines linearen oo r_11 — M r _ x - Systèmes. 

In jedem R r -\ eines Bùschels wird fur die ausgeschnittene Involution oo r_1 
ein erzeugendes Jf r _ 2 -System (Gorollar) in gemeinsamer fur aile i » l R r _ 1 rational 
distincter Weise bestimmt und z. B. durch Schnitt mit r — 1 Geraden eine M r _ x 
festgesetzt, welche die oo 1 dièse Geraden treffenden M r _ % enthàlt. Das lineare 
J£_i-System wird durch irgend r — 1 so bestimmte M r _ x combinirt. 

Fur einen co r-1 -Curvencomplex existiren oo erzeugende JH^._i-Systeme. Ist 
eines " vollstândig," sind es aile. Wird im Folgenden von Go r_1 -Complexen von 
G k gesprochen,. so sind " vollstàndige," also solche gemeint, die nicht in <x r ~ 1 + h - 
Complexen von O k enthalten sein kônnen. 

2. Ein eigentlicTier linearer oo u -Complex von G k im R r , wo u~^>r — 1, ist 
ein solcher, wo eine im ganzen R r gleiche Anzahl Punkte willkûrlich angenom- 
men werden kônnen, sodass durch sie immer noch eine, aber nur eine Curve 
hindurchgehe. Fur ihn muss nothwendig u = (r — l)(d — r+2) sein kônnen, 
ein oo d — if r _ 1 -System existiren, das ihn erzeugt. Von einem vollstàndigen* 
Curvencomplexe kann man nur bezùglich des erzeugenden ilf r _ r Systemes 
sprechen. Dies is vollstândig, wenn es aile M r _ x mit demselben Singularitâten- 
complexe iiber der festgesetzten Basis enthâlt. Andererseits kommen in dieser 
Arbeit Fâlle vor, wo ein (7 fc -Gomplex bezùglich des Geschlechtes n einer O k als 
vollstândig oder nicht distinguât wird. 

3. Uneigentliche Complexe sind der Schnitt von r— 1 J/^j-Systemen, deren 
Dimensionen v lt ■■■ ■ • v r _i von einander theilweise oder durchwegs verschieden 



nicht die Absicht gehabt, bloss die Ràtionalitât der Involution aî + Kb — zu beweisen, seine Leistung 
ist eine algebraisch-technische : die bekannte neuer Parameterfestsetzung. Das leistet C. nicht und habe 
ich im obigen Beweise uberhaupt nicht zu leisten beabsichtigt. 

* Das Wort "vollstândig" habe ich im Hinblicke auf die Théorie der Kronecker'schen Modulsysteme 
gewâhlt, welche in neurer Zeit die Théorie der algebraischen Mannigfaltigkeiten zu beherrschen 
beginnen. Fur Système eignet es sich wohlauch besser als der Ausdruck " normal," den ich aber fur 
einzelne Mannigfaltigkeiten im Sinne Veronese's (Math. Ann. XIX) unbedingt beibehalten môchte. 
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sind. Ist vi> .... > v,— i, so muss ùberdies mindestens ein v { <iÇ£v) : (r — 1) 
+ r — 3 sein; denn die Dimension u ist Xv und da u = (r — \){d — t+2), 
mûssen durch d — 1 = ÇZv) : (r — 1) + r — 3 Punkte noch Ourven gehen. Sind 
nun aile Curven in den M r _ 1 eines oo "^Systèmes enthalten, so muss « r -i=^r 
sein. Im Gegenfalle ist der Complex uneigentlich. Fur uneigentliche lineare 
Complexe gilt: Wenn durch eine Anzahl gegebener Punkte des Raumes nur 
endlich viel Curven gehen, so darf die Anzahl nicht > 1 sein. 

Die — etwa ^-Système niederster Dimension enthalten die grôsste Màch- 
tigkeit von G k und ausser dem durch sie combinirbaren J^._ x -Sy sterne gibt es 
nicht M r _ 1 mit gleicher (7 fc -Mâchtigkeit. Unter dem combinirbaren Système 
meine ich jene M r _ 1 , welche durch die Jf r _„, Schnitte der 6 t il^^-Systeme, 
hindurchgehen. 

4. Sind aile v gleich, so ist der C k -Complex stets eigentlich. Man nimmt zum 
Beweise erst zwei Système und indem man mit B 2 in einer Involution oo 3 " 
schneidet. Aus den zwei Systemen môgen zwei oo"- ^Système von Bùscheln 
gehoben werden, sodass jede JC— i in nur einem Bûschel ist und beziehe sie 
(1, l)-deutig auf oo 1 Arten auf einander, sodass unter je zwei zugewiesenen 
Bùscheln oo 1 Projectivitâten entstehen, die ein lineares System bilden. 
Dann liefern je zwei projective Bûschel eine M r _ x und dièse oo + 1 erzeugen 
das ilf r _jj-System. Mit diesem oo^ 1 — M r _ v Système und dem dritten gege- 
benen wird âhnlich verfahren und weiter, bis aile erschôpft sind. — Man kann 
aber auch sofort in jedem Jf r _ r Sy sterne ein oo* -r+ "-System von oo r-1 -S. angeben, 
sodass jede M r ^ x nur in einem oo r - 1 -S. ist, unter ihnen (1, l)-deutige Bezieh- 
ungen, nun aber unter je zwei zugewiesenen oo 7--1 ^. oo r - 1 Collineationen so ein- 
richten, dass jedes Paar nur in einer Collineation enthalten ist. Jede Collinea- 
tion erzeugt eine M r _ lt deren Gesammtheit den Curvencomplex zum Schnitte 
hat. Die Dimension des iHf r _ r Systemes muss oo r + "- 2 sein. 

5. Beim Uebergange von Stralen — zu Curvencomplexen T muss die " Ord- 
nung " von Y definirt werden. Solange T die Dimension u < 2r — 2 hat, durch 
jeden Punkt P x hôchstens cc r - s Curven gehen, werden ihre Tangenten in P einen 
Kegel bilden. Dessen Ordnung ist die Ordnung von T. Ist u > 2r — 2, dann 
erfùllen die Curven durch P 1 i. A. den ganzen B r , sodass durch P % i. A. oo" -8 '" 
Curven gehen. Ist w<3r — 2, so erfùllen die Tangenten in P± , P s je einen 
Kegel. Beider Ordnungen sind gleich. der Ordnung von T. Allgemein ist 
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u > rh + Td, wo y <C r, so gehen durch P lt .... P h noch oo u - fcr Curven, welche 
in den P u .... P h h Tangentenkegel gleicher Ordnung, der Ordnung von I\ 
haben. T ist linear, wenn dièse Kegel lineare Ràume sind. 

Fur lineare Complexe ist zu beachten, dass nun nicht das Totalsystem aller 
Curven gleichen Characters einen linearen Totalcomplex bilden, wie bei den 
Stralen ; es ist nur noch der Fall, wenn die Curve vollstândiger Schnitt von r — 1 
M r _ 1 allgemeiner Natur ist. Also erst bei den Curvencomplexen ensteht die 
Frage nach den umfassendsten vollstândigen linearen Complexen, wie es bei den 
Stralencomplexen der gaaze Geradenraum war. Dièse umfassendsten Complexe 
sind der Gegenstand vorliegender Arbeit. 

Jene eigentlichen linearen Complexe, deren Dimension eine Zahl der Form 
(r — l)(d — r -f- 2) ist, sind der vollstândige Schnitt von je r— 1 M r _ x innerhalb 
eines linearen co d — Jf,. ^-Systèmes. 

Auch die uneigentlichen Complexe mùssen eine ihren characteristischen 
Zahlen entsprechende Dimension haben, damit sie der vollstândige Schnitt von 
r — 1 JH/ r _ 1 -Systemen sein kônnen. 

Jene eigentlichen oder uneigentlichen linearen Complexe, deren Dimension 
nicht jene Form hat, sind in linearen hôherdimensionalen enthalten, deren 
Dimension jene Form hat. 

Jeder solche nicht vollstândige lineare Complex wird erzeugt, indem man 
in den r — 1 Jf r _ r Systemen des Vollstândigen Verwandtschaften verschiedener 
Stufen constituirt und also den Schnitt der M r _ 1 auf den Schnitt solcher J/ r _ x 
einschrânkt, welche in der Verwandtschaft zusammengehôren.* 

Dies gilt nicht nur fur lineare, sondern auch fur Complexe hôherer Ord- 
nung. — Die Ordnung von T hângt nicht nur von den Indices der erzeugenden 
il!/,._ 1 -Reihen, sondern auch von der Art der Verwandtschaften ab.f Ob die 
ihrer Dimension nach geeigneten Complexe hôherer Ordnung immer als voll- 

* Dièse Erzeugung mittelst Verwandtschaften kann der vorigen Erzeugung durch vollstândigen 
Schnitt in zwei verschiedenen Arten gegeniibergestellt werden. Entweder man geht von der ersteren 
aus und kann dann die zweite als Degeneration auffassen, etwa wie man in der Théorie der Isomor- 
phie die Beziehung aller Substitutionen auf aile als ausgeartete Isomorphie auffasst, oder man geht von 
der zweiten aus und fasst die erste als durch Einschrânkung der Zuweisung aus der zweiten entstan- 
den auf. 

tEs kônnen sogar die Curven von r transcendent sein; wenn nur der Complex algebraisch ist, 
so werden die wie im Texte construirten Kegel algebraisch sein und eine Définition der Ordnung 
liefern Dagegen wird man beim Uebergange zu transcendenten Complexen, wo also die gemeinten 
Tangentenkegel transcendent werden, nach neuen die Ordnung vertretenden Characteren suchen 
mûssen. 
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stàndiger Schnitt von r — 1 Jf ï ._ 1 -Reihen erzeugt werden kônnen, will ich hier 
nicht entscheiden. 

Bei Curvencomplexen V gibt es aber ausser den Tangentenkegelordnungen 
noch andere characteristische Zahlen, deren Définition hier gegeben sei. Wenn 
u > 2r — 2, so wird es Curven geben, welche in P x einen Doppelpunkt haben, 
etwa oo s =. Dann erhàlt man fur die Tangentenpaare dieser Ourven in P einen 
Ort, also einen Tangentenkegel, dessen Ordnung und dessen Involution 2. Ord- 
nung, die er trâgt, fur T auch characteristisch sind. Wâchst u noch weiter, so 
wird es geschehen mûssen, dass durch P x c° 6a Curven gehen, welche P x dreifach 
haben und deren <x> 8 * Tangententripel in P einen Kegel erfûllen, dessen Charac- 
tere auch fur Y characteristisch sind. AUgemein, wenn es oo 5 > Curven in Y gibt, 
welche P x i-fach enthalten und deren Tangenten in P x einen Kegel erfûllen, 
liefert dieser wieder fur T characteristische Zahlen. 

6. Ueber Invdlutionen. Durch den Schnitt von Y mit einen M r _ ï entstehen 
folgende Begriffe : Bine Gesammtheit von oo 1--1 Punktgruppen in M r _ x heisst eine 
Involution, wenn jeder Punkt nur einer Gruppe angehôrt. Eine Gesammtheit von 
<x r+r '~ 1 Punktgruppen in einer M r _ x , wo /<> — 2, heisse eine eigentliche Involu- 
tion (r + r 1 — 1) . Stufe, wenn zwar nicht durch irgend r 1 Punkte eine Gruppe geht, 
wenn aber durch jeden Punkt oo'"' Punktgruppen bestimmt sind, welche eine 
M r , erfûllen, auf der sie eine Involution r'-ter Stufe bilden. Dièse Involution 
heisse aber wneigentlich, wenn jeder Punkt von M r ^ x durch oo r ' Punktgruppen 
ergànzt wird, die eine M r „ erfàllen und in dieser die Involution /-ter Stufe bilden. 
Ist y = r — 1, so heisse die Gesammtheit der oo 3(r-1) Punktgruppen eine 
eigentliche Involution 2(r — l). Stufe, wenn durch irgend zwei Punkte der 
JC_i eine Gruppe hindurchgeht und allgemein die Gesammtheit von ac/( r-1) 
Punktgruppen ist eine eigentliche Involution f(r — l)-ter Stufe, wenn durch 
irgend / Punkte der M r _ t eine Gruppe hindurchgeht. Ist dies nicht der Fall, so 
heisse jene Gesammtheit eine uneigentliche Involution /(r — l)-ter Stufe. Bine 
Gesammtheit von a/( r - 1 >+- / " Punktgruppen in M r _ x heisse eine eigentUche Involu- 
tion der Stufe /(r — 1) ■+-/', wenn durch irgend / Punkte der M r _ x noch «/' 
Gruppen bestimmt sind (= hindurchgehen), welche eine Mannigfaltigkeit von /' 
Dimensionen erfûllen und darin eine eigentliche Involution der Stufe /' bilden. 
Erfûllen aber die oo/' ergânzenden Gruppen nur/" >•/' Dimensionen und bilden 
in ihr eine eigentliche oder uneigentliche Involution /'-ter Stufe so heisse die 
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Involution eine v/neigentliche der Stufe f{r — 1)/'. Man erkennt so, dass die 
Uneigentlichkeit einer Involution der Stufe <£> =/(r — 1) +/' durch drei Reihen 
von Zahlen characterisirt ist 

$1/1/11/21/31 • • • • 

/ 1 /1 > Jz > / 3 > • • • • 

// fii fn fii 
1 J\ ij% > J3 ) • • • - 

wo die Gleichungen gelten : 

$=/(,•- 1)+/', f=Af'+A, A=AA'+f„A=AA'+f» •••• 

und wo/" die Dimension der Mannigfaltigkeit bedeutet, welche die Ergânzungs- 
gruppen von/+/i+/a+ . . . +/< allerdings nicht willkûrlich gewâhlten Punkten 
erfùllen. Dièse Punkte kônnen nâmlich ùberhaupt nur so gewàhlt werden, dass 
/ in der M r _ 1 ,A in einer M f „, / 2 in einer M fi ,, .... ,/, in einer M fr _ i variiren 
kônnen, wo jedesmal die M r in der M f , u enthalten ist. 

Die Zahlen f ',/',/" sind Invarianten nicht nur gegen birationale Transfor- 
mationen sondern auch bei Uebertragung einer Involution in einem eindeutigen 
in eine Involution in einem mehrdeutigen Système. 

Wird die Involution auf M r _ 1 durch den Schnitt von linearen il£_ 2 -Systemen 
erzeugt, ist sie also rational, so hângen die Zahlen / von den Zahlen v (§1) der 
Jf r _ 2 -Systeme ab. Es bleibt zu untersuchen, fur welche Zahlenreihen /, /', /" 
die Involution auf M r _ 1 nothwendig rational sein musse und ob es im R t und auf 
unicursalen M t ùberhaupt nur rationale Involutionen irgend welcher Zahlen /, /,'/" 
gebe. 

Gleichgebildete Zahlenreihen/,/',/" gelten dann auch fur jeden uneigent- 
lichen linearen Curvencomplex hôherer Stufe in R r und allgemeiner fur jeden 
uneigentlichen linearen if r Oomplex hôherer Stufe im R r . 

Aber es gelten auch Zahlenreihen /, /', /" gleicher Entstehungsweise fur 
die uneigentlichen linearen Ourven-oder M t - Complexe hôherer Stufe in einer 
M r _ 1 des R r . 

Ich unterlasse nicht, zu bemerken, dass dièse Zahlen von einer so umfas- 
senden Geltung sind, dass sie auch fur Complexe auf transcendenten Mannigfal- 
tigkeiten gebildet werden kônnen.* 

* Gelegentlich sei erwâhnt, dass mittelst der Methoden in meiuer Abh. Monatshefte 1899 auch das 
Problem erledigt werden kann, die uneigentlichen Involutionen hôherer Stufe der Ebene zu discutiren, 
in denen ein System rationaler oder elliptischer Curven " enthalten " ist. 
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§2. — Lineare cc r-1 - Complexe rationaler Curven. 

Theorem I. — Wenn die Curven (p = 0) eines Unearen <x> r ~ 1 - Complexes eine 
einpunktig schneidente Transversalmannigfaltigkeit gestatten, so gestatten sie unend- 
lich viele. 

Jene eine Transversale kann eine M r _ x , aber auch eine M r _ % oder M r _ % , . . . M 1 , 
M sein. Wird dann auf jeder Curve des Systèmes zu dem einzelnen Schnittpunkte 
mit der Transversalen eine durch den Schnitt miteiner willkurlichenil!/,.! entste- 
hende binâre Form hinzugenommen und irgend eine simultané lineare Covariante 
z. B. eine Ableitung genommen, so entsteht auf jeder C n ein Punkt und der 
Ort derselben ist eine M r __ x , welche einpunktig schneidet. 

Corollar. Ist auch nur eine der Zahlen, welche die Ordnung oder die Stiïtz- 
zahlen der C n auf den Basismannigfaltigkeiten bezeichnen, ungerade, so gestattet 
der CvComplex einpunktig schneidende Transversal-J£_i. 

Denn in diesem Falle gibt es stets lineare Covarianten. Der Ort derselben 
kann sich auf eine M u sogar M zusammenziehen, kann aber nieht fur aile linearen 
Covarianten identisch verschwinden, und gibt nach Th. I. doch zu Transversal- 
M r _ 1 Anlass. 

Theorem II. — Jeder lineare <n r ~ l -Complex rationaler Cwven im B r gestattet 
zweipunhtig schneidende Transversal- M r _ Y von unbegrânzt hoher Dimension. 

Denn man kann zu jeder binâren Form eine quadratische Covariante bilden. 
Schneidet man daher aile C n durch eine M r _ x und bildet auf jeder C n fur die 
entstehende binàre Form eine bestimmte quadratische Covariante g, so ist deren 
Ort eine zweipunktige Transversale. Da die Ordnung der M r _ 1 beliebig hoch 
ist, auch simultané Formen benùtzt werden kônnen, wird es immer eine Con- 
struction geben, welche nient zu identisch verschwindenden Covarianten q fûhrt 
und ùberdies M r _i beliebig hoher Dimension liefert. 

Définition. — In Uebereinstimmung mitNôther (fur M.^) kann man eine M r _ 1 , 
auf welcher es eine rationale Involution von oo r_1 Punktepaaren gibt, eine hyper- 
elliptische nennen. Dièse Involution muss von einem linearen oo r_1 -Complexe 
von Curven ausgeschnitten sein, da wir die Involution stets als " vollstândig " 
voraussetzen (als Définition) und dièse ist nach §1 selbst das Erzeugnis in einem 
linearen oo r - 1 — Jf r _ r Systeme. 

Theorem III. — Tinter den zweipunhtig schneidenden Transversalsystemen gibt 
es stets auch homaloidale oder solche, welche homaloidale enthalten. 

Die Transversal — J^._ 1 -Systeme sind sàmmtlich hyperelliptisch. In der 
2 
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Ebene Hess sich beweisen, dass die linearen Système hyperelliptischer Curven 
stets die maximale Dimension erreichen, woraus das Enthaltensein eines homa- 
loidalen Systèmes auch gefolgert werden konnte. Ein àhnliches Theorem mûsste 
nun auch im B r bewiesen werden und zum selben Schlusse fûhren. 

Aber man kann den Beweis auch darauf grûnden, dass, wenn durch Vor- 
schreibung eines Contactes hôherer Ordnung in einem Punkte P aus dem Com- 
plexe der Schnittcurven ein co 8 -Complex rationaler Curven ausgeschieden werden 
soll, die Verminderung der Zahl u dasselbe Gesetz befolgt wie in der Ebene. Es 
handelt sich also nur, die Differenz zwischen den Zahlen p und u fur die Trans- 
versalensysteme zu untersuchen. Umdiesbequemer thun zu kônnen, kann man 
die Basisgebilde durch solche ersetzen, wo jedes nicht lineare Gebilde durch eine 
Anzahl linearer Gebilde ersetzt ist. 

Mit. Benûtzung dieser Zerlegung kann man ûbrigens den Beweis auf den 
des hierfolgenden Théorèmes V basiren. Denn die Zahlrelationen in Frage 
werden durch die Zerlegung nicht geândert und da Th. V unabhàngig beweisbar 
ist, muss das homaloidale System existiren, also die fragliche Zahlrelation 
bestehen. 

Theorem IV. — Jeder lineare cn r ~ 1 - Complex rationaler Gwven im B,. ist durch 
birationàle Transformation des ganzen B r ûbertragbar in einen co r ~ i - Complex von 
Kegelschnitten. 

Benûtzt man eines der in Th. III erwâhnten homaloidalen Système fur 
eine Raumtransformation, so ensteht im B' r der Complex von Kegelschnitten. 

Theorem V. — Gestatten die Gurven p = eines linearen <x r ~ 1 -Complexes eine 
1-punktige Transversalmannigfaltigkeit, so kônnen sie durch birationàle Trans- 
formation des B r in ein /Stralbûndel ùbertragen werden. 

Ich stelle eine Collineation unter den M r _ 1 des Systèmes und den B r _ 1 
durch einen Punkt her, hiemit gleichzeitig unter den G n und den Geraden 
durch als Individuen. Dann weise ich drei 1-punktige Transversalen der 
G n drei B r _ x im B' r zu und setze unter jeder G n und der zugehôrigen Geraden 
eine Projectivitât fest, in der die drei Schnittpunkte mit jenen den dreien mit 
diesen entsprechen. Die Gesammtheit dieser oo»"- 1 Projectivitàten gibt die 
Transformation. 

Gorollar I. Jeder lineare o° r ~ ] - Geraden- Complex kann durch birationàle Trans- 
formation in ein Stralbûndel ùbertragen werden. Hieraus kann geschlossen wer- 
den, dass es so viele wesentlich verschiedene Arten von linearen oo r_1 -Complexen 
gibt, als homaloidale Jf^-Systeme mit (n — l)-fachem Punkte. 
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Goroïlar IL Gestattet ein linearer oo r ~ 1 -Geraden-Complex von Ourven im 
B r einpunktige Transversalmannigfaltigkeiten, so haben dièse solche Beschaffen- 
heit, dass sie sich birational (im B r ) je in ein System von iÇ_j mit (n — l)-fachem 
Punkte ûbertragen lassen. 

Goroïlar III. Jedes Bùschel einpunktiger Transversalmannigfaltigkeiten 
eines linearen co r_1 -Complexes kann durch birationale Transformation des R r In 
ein Bùschel von B r _ l verwandelt werden. Denn in ihnen kann man simultan 
auf rationale Art je ein hoinaloidales System von M r _% festlegen und kann unter 
den M r _ x des Bùschels und den B r _ x eines anderen Bùschels in rational bestimm- 
ter Weise oo 1 birationale Transformationen festsetzen, deren Gesammtheit die 
Ueberfùhrung leistet. 

Zum Schlusse sei erwàhnt: Sind zwei lineare Complexe oc r_1 von Curven 
im B r âquivalent, so sind noch nicht irgend zwei sie erzeugende oo î--1 -Systeme 
von M r _ 1 âquivalent. Denn ein oo r_1 -Complex kann auf unendlich viele Arten 
durch ein lineares oo ?,-1 -System von M r _ 1 erzeugt werden. 

§3. — Lineare co r-1 - Complexe von Kegelschnitten im B r . 

Jedenfalls sind in einer Ebene entweder oder 1 oder oo 1 Kegelschnitte 
enthalten (oder in Ausnahmeebenen oo 2 ). 

In B s kônnen die oo 2 Q % entweder in & x R % enthalten sein, welche dann ein 
Bùschel bilden mùsseu oder in oo 2 . Die oo 2 Bbenen mùssen die C 2 entweder 
aus einem Bùschel von Mi oder einem Netze von Mi ausschneiden. Im ersten 
Falle sind die Mi des Bùschels linear bezogen auf die Geraden einer rationalen 
Regelschaar, sodass jede Mi von den sâmmtlichen Bbenen durch die entsprech- 
ende Gerade in oo 1 C % des Complexes geschnitten wird. Im zweiten Falle mùssen 
die Mi collinear auf die Ebenen bezogen sein, damit der Gomplex linear werde, 
weil den durch P gehenden Mi, welche also im Bùschel sind, eine solche Mannig- 
faltigkeit von Bbenen entsprechen muss, von der eine einzige durch P geht. 
Also muss die Mannigfaltigkeit aller Ebenen oo 2 Bùschel enthalten, das heisst 
ein Bùndel sein mit dem Scheitel 0. Damit entsteht sofort das Netz von if| 
durch eine c 7 p = 5 . Dièses Netz ist von Montesano in den Rendiconti des Inst. 
Lombardo in gediegener Weise untersucht worden. 

Bs entstehen also : 1. C 2 in Bbenen einer Bùschels, 2. C 2 in Ebenen einer 
rationalen Regelflâche und in Mi eines Bùschels, 3. C 2 in Ebenen eines Bùndels 
und in Mi eines Netzes. 
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Ich behaupte, dass die 2. Art birational Complexen âquivalent ist, deren 
G % eine G-erade zweimal treffen, sofern maa eine biquadratische Irrationalitât 
einfùhren will. Dièse letztere ist nothwendig, um auf der Basisvarietàt des 
JT^-Bùschels einen Punkt zu individualisiren. Man bezieht dann ein Ebenen- 
bûschel projectiv auf die M£ des Bùschels und projicirt von aus jede M£ auf 
die ihr zugewiesene Bbene, womit durch die Gesammtheit dieser go 1 Prqjectionen 
eine birationale Transformation im B 3 entsteht. 

Uebrigen8 ist die 1. Art noch zu unterscheiden, je nachdem die Basispunkte 
der co 1 Kegelschnittbùschel eine irreductibele oder zwei reductibele Mannigfal- 
tigkeiten erfûllen. Unter solcher Auffassung bleiben also nur zwei Haupttypen : 
I. der Gomplex in einem Ebeneribuschel, II. der Gomplex in einem. Ebenenbûndel.* 

Im B r kônnen die G s , damit sie nicht auf eine einzige M r _ x beschrànkt 
seien, nur entweder in co r - 1 oder in oo r ~ 2 Ebenen enthalten sein. Dièse 
Ebenen mûssen jedenfalls einen Complex bilden, dessen Schubert'sche Gradzahl 
[0,r] = l. 

Jeder lineare oo r-2 -^ 2 -Complex kann birational in die Ebenen durch eine 
feste Gerade verwandelt werden, wobei noch unter je zwei entsprechenden 
Ebenen Collineation bewirkt werden kann, sodass die C 2 wieder in (7 a verwandelt 

*Ini iJ 3 hat Montesano Domenico in den Rendioonti dell' Acoademia délie Seienze di Napoli 1895 
eine Eintheilung angegeben. Dieselbe ist aber, wenn sie sich auf die birationale TransformationeD des 
B s als die disoriminirende Hauptgruppe bezieht, wie es auch ein Enriques'sches Citât dieser Arbeit 
beansprucht, falsch, Denn von der Involution, in welcher ein <7 2 -Complex die Ebenen des B 3 schneidet, 
hângt bezûglich der Âquivalenz gegen birationale ïïansformationen gar nichts ab. 

Jedenfalls habe ich rnich — um eines hervorzuheben — ûberzeugt, dass in sehr vielen von Montesano 
behandelten speciellen Congruenzen,wo die Ebenen der 2 eine Regelflâche umhûllen, sich ein Buschel 
von Ml herausfinden lasst, welches aile C 2 enthâlt, sodass Réduction auf den Typus I. des Textes 
môglich ist. 

Ist aber ferner eine C 2 -Congruenz gegeben, welche eine Ebene in einem Punktepaarsysteme eines 
bestimmten Typus schneidet, so kann es unieursale Flâehen gében, welche sogar homaloidal sind und von 
den C 2 in einem Punktepaarsysteme geschnitten werden, das sieh naeh ràumlieh birationaler Verwandîung 
jener Floche in eine Ebene in ein Punktepaarsystem eines anderen Typus unsetzt, wâhrend die C 2 wieder in 
2 ûbergehen. 

Im Falle, wo die C 2 eine Raumcurve 4. O. c 4 #=. 1 vierfach treffen, ziehe man durch C 4 eine Flâche 
3. O. Durch Abbildung des Schnittes derselben mit den 2 sieht man, dass er von derselben Natur ist, 
wie jener durch die Schnitte der Stralen eines Bùschels O mit den C 3 eines Bùschels durch O entsteh- 
ende. Dièses Punktepaarsystem ist intricat unterschieden von dem, welches in einer Ebene von den 
C 2 ûber C 4 ausgeschnitten vrird. Es gibt ferner eine birationale Transformation, welche die F 3 in eine 
Ebene und die C 2 wieder in C 2 verwandelt und daher zwei Oongruenzen einander âquivalent macht, 
welche die Ebenen des B 3 in zwei verschiedenen Typen von Involutionen durchschneiden. Und so in 
anderen Fâllen ! 
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werden.* Die Basispunkte der oo r -* (7 3 -Bûschel kônnen dann noch entweder 
eine irreductibele Mannigfaltigkeit M?_ % , oder zwei Mannigfaltigkeiten M?L%, 
Mr'Li erfûllen, von denen die erste die Scheitelgerade der Ebenen zur (n — 4)- 
fachen, die anderen sie zur (n' — 2), {n" — 2)-fachen Geraden haben. 

Beim <x> r ~ ^Complexe von Ebenen ist nun zu unterscheiden, aus welchem 
Mf_ r Systeme niederster Dimension der Ebencomplex die C % ausschneidet. Es 
kann dies ein oo 1 bis oo'-^gystem sein. Zum oof-Systemegehôrt dann fur jede M*_ x 
ein lineares oo r-i_ ^System von i? 2 , welche also je eine M r _ i + 1 erfûllen. Dièse 
^ M r _ i+1 mûssen ein lineares System bilden und ihre Gesammtheit muss mit- 
telst ihrer jB 2 einen linearen co r - 1 -ig 2 -Complex geben. Fur « = r — 1 entsteht 
jedenfalls auch im B r ein a^-^System von M r _ 1 , welche durch den Schnitt von 
je r — 1 die C % hervorbringen. 

Constructionen von <7 2 -Complexen oo 1- - 1 kann man mannigfach ersinnen. 
Einen oo r - 2 -Oomplex von O z im i? r _j projicire man aus einem Punkte auf 
einen B' r _ 1 des B r , lasse dann in einer rationalen Ourve variiren und den 
Rl-i in einem Bûschel im B r . Dann entsteht ein œ'-^Complex des B r . Allge- 
meiner man construire in den sâramtlichen B t durch einen B i _ 1 des B r je einen 
linearen <»* -1 -Complex von Kegelschnitten einer der drei vorerwâhnten Typen; 
die Gesammtheit gibt einen oo' , - 1 -(7, r Complex des B r . Der extremste Fall 
dieser Reihe ist dann der Fall i — 2, unser obiger erster Typus. Man kann dièse 
Complexe der besonderen Beschaffenheit der Focal-if,._ 2 wegen als singulâr 
bezeichnen. 

Eine andere beachtenswerthe Classe ist der Complex der C s , die eine M?_ z 
des R r in zwei Punkten schneiden.f Er entsteht durch Projection aus einem 
Punkte einer M? des B r+1 von allen C 2 eines in M? durch die B 2 irgend eines 
linearen oo r_ ^Complexes entstandenen Schnittcomplexes. 

§4. — Lineare oo M>r_1 - Complexe rationaler Curven im B 3 . 

Lemma I. Jedes lineare M T _^-System mit u — r und rationalen gegenseitigen 
Schnittcurven ist ein homaloidales System. 

*Jede C 2 muss die Focal-J/,_ 2 in 2r Punkten schneiden (Darboux, "Leçons sur les surfaces II "). 
Da vier auf die Basispunkte des Bûschels in der Ebene von G % entfallen, so folgt, dass die den B 2 
gemeinsame Gerade (r — 2)-fach fur die M,_ 2 ist. 

t Mario Pieri, Bendiconti Ist. B. Lombardo hat diesen Complex im B é in vortrefflicher Weise 
behandelt. 
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Im B 3 entsteht durch den gegenseitigen Schnitt in jeder M 2 des Systèmes eia 
vollstândiges oo 3 -System rationaler Curven in jeder M 2 des Systèmes, also, indem 
die bekanntlich daraus folgende Abbildbarkeit benûtzt wird, ein homaloidales 
System, das ist vom Range 1. Es ist also auch das il^-System vom Range 1, 
liefert also eine birationale Transformation durch die Beziehung auf die B 2 
eines B' 3 . 

Indem man so weiter schliesst, beachte man zunâchst im B r , dass aus der 
Bxistenz eines homaloidalen Systèmes auf einer M r _ 1 deren Abbildbarkeit auf 
einen B r _ x sofort folgt, weil es einen linearen oo'^'-Complex von Curven zu 
finden sofort môglich ist, die jene M r _ l in je einem Punkte schneiden, der Com- 
plex aber direct den Punkten eines B r _ x zugewiesen ist. 

Ist dann aber auf M r _ 1 ein vollstândiges lineares oo'' _1 -System von M r _% 
gegeben, die sich gegenseitig in rationalen Curven schneiden, so kann der Rang 
nicht > 1 sein, weil schon fur den Rang 2 die Dimension > r — 1 folgen wûrde, 
oder die Abhângigkeit der Punktepaare auf den Schnittcurven, was fur p = 
derselben nicht môglich ist. Also folgt auch aus der Bxistenz eines vollstàndigen 
linearen <x r ~ ^Systèmes von M r _ % auf M r _ 1 die Abbildbarkeit. 

In dem im Lemma vorausgesetzten Système entsteht nun wegen u = r auf 
jèder M r _ x des Systèmes ein vollstândiges lineares a> r ~ 1 -System von Jf r _ a , 
woraus die Abbildbarkeit wegen der rationalen Schnittcurven und der Rang 1 
fur das ganze if r _ r System folgt. 

Theorem VI. — Fur jedes Imeare ^-System, u~^>r — 1,* von M r „ x mit ration- 
alen gegenseitigen Schnittcurven gïbt es entweder ce 1 einpunktige Transversalen oder 
oo 3 zweipunktige Transversalen der Curven. 

Auf jeder M 2 des Systèmes entsteht im B 3 ein oo M-1 -System rationaler 
Curven. Die M % sind fur u^>r rational distinct auf die Ebene abbildbar und 
indem man die Théorème ûber die ce™ ~ ^Système in der Ebene verwendet.f 
wo u — 1 >■ 1 zu nehmen ist, ist ersichtlich, dass es entweder ein rational dis- 
tinctes System von co 1 rationalen Curven gibt, welehe fur aile co" -1 Curven 
1-punktige Transversalen sind oder ein oo 2 -System rationaler Curven, welehe 
zweipunktige Transversalen sind. Dièses oo 3 -System ist ebenfalls rational dis- 
tinct und ùberdies homaloidal. Dazu kommt ein dritter Fall, wo das oo" -1 -Sys- 

* Wir bedilrf ten eigentlich nur mehr der Théorème fur u > r, da das Lemma den Fall eines voll- 
stàndigen u = r ersohôpft. 

t Monatshefte fur Math, und Phys. 1899. 
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te m dem System von oo 3 C % durch ein Punktepaar âqui valent ist, wo das System 
selbst als 2-punktiges Transversalensystem fur sich aufgefasst werden kann. In 
jedem dieser Fàlle ist also das Transversalensystem auch auf der M. 2 rational 
distinct. 

Als solches muss es stets auf allen M 3 des Systèmes gleichzeitig durch ein 
lineares J^-System ausgeschnitten werden kônnen. Dies ist in den beiden vor- 
herigen zu verwendenden Fâllen um so sicherer, als das Transversalensystem in 
der Bbene, nâmlich fur die Typen das Geradenbùschél oder das Geradennetz in 
dem Curvensysteme selbst als Bestandtheil enthalten ist, also auch auf den M 2 
des Systèmes entsprechend Bestandtheil sein muss. 

Es gibt also ein lineares Jf 3 -System, welches aile Curven des Complexes ent- 
weder in einem oder zwei Punkten schneidet. Dièses System ist ûberdies in dem 
gegebenen als Bestandtheil enthalten. Von hier ab schliessen wir nun ganz 
ebenso weiter fur die M 3 im B if bis wir zum B r gelangen. 

Gorollar. Wenn es keine einpunktigen Transversalflâchen im B 3 gibt, kann 
die Dimension des J^-Systemes nicht >• 6 sein, und sie ist entweder genau gleich 
6 oder 4 . 

Denn fur das auf einer M 2 des Systèmes erzeugte Ourvensystem gilt von der 
Ebene her, dass die Dimension bei zweipunktigen Transversalen entweder gleich 
5 oder 3 ist. 

Theorem VIL — Jedes lineare cx> u - System von M r _ x mit erzeugtem Complexe 
rationaler Curven und einem Buschel einpunktiger TransversalrM r _ x fur dieselben 
ist birational transformirbar in ein Si/stem, dessen erzeugter Curvencomplex Curven 
C n sind, die einen B r _ z in n — 1 Punkten schneiden. 

Ich nehme durch Vorschreibung einfacher Punkte P lt .... P u _ r aus dem 
Système ein oo r -System heraus. Dasselbe wird nach dem Lemma ein homaloid- 
ales System sein. Ich transformire durch dièses System in einen B' r . Dann 
erscheinen statt der <» %(r - X) Curven oo 3(r - 1 » Geraden. Die einpunktigen Trans- 
versalen sind jetzt in M r _ l verwandelt, welche aile Geraden des B' r in je einem 
Punkte treffen, sind also B r _ x eines Buschels. Dièse oo 1 i? r _ 1 mùssen auch aile 
transformirten C n in je einem variabeln Punkte treffen; ihre Axe B r _ % muss 
also n — 1 Punkte mit jeder C n gemeinsam haben. 

Das transformirte Jfr.i-System muss von jedem dieser B r _ i in einem 
homaloidalen Système geschnitten werden, sodass, obzwar u^p>r sein mag, den- 
noch in jedem der oo 1 Transversal-,B r _ 1 kein hôher dimensionales als ein <x r ~' 1 - 
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System erscheinen darf, da kein ilf r _ 3 -System mit u^>r — 1 den Rang 1 haben 
kann. Dann lâsst sich leicht miter den oo 1 B r _ x des B r und oo 1 fî£_i eines 
Bùschels in B' r eine Collineation und unter je zwei entsprechenden -B^-i, R r -\ 
eine birationale Transformation herstellen, welche jenes Schnittsystem in die 
oo r_1 B r _ % verwandelt. Somit sind die M r -\ in solche verwandelt, welche einen 
(n — l)-fachen B r _ z besitzen. 

Aucb wenn wir gar nicht die Dimension 1 fur die einpunktigen Transver- 
salen als aus der Ebene bekannt* voraussetzen wollen, kônnen wir dieselbe 
erschliessen. Denn wird nur die Voraussetzung gemacht, das uberhaupt 1-punk- 
tige Transversalen vorhanden sind, so fûhrt die Benùtzung eines im <x>"-Systeme 
enthaltenen homaloidalen «.''-Systèmes notbwendig zu einem ilf r _ r Systeme in 
B' r , wo die Transversalen in i^-i verwandelt sind. Wàren dieselben nun 
co r ~ 1 oder qo 1 "- 2 .... oo 2 , so wâren die Curven des Complexes in C n verwandelt, 
welche (n — l)-fach einen B oder Bi, .... B r - 3 treffen wûrden, daher entweder 

jede in einem B t oder in einem B 3 R r -\ enthalten wâre. Normalcurven 

sind aber die einzigen, welche in dieser Weise einen " eigentlichen " Complex 
bilden kônnen, wie eine leichte Ueberlegung aus der Définition des "eigent- 
lichen " Complexes folgert. 

Theorem VIII. — Jedes lineare cx> u -System, u~p-r — 1, von M r -\ mit rationaïen 
gegenseitigen Schnittcurven, welche mehr aïs co 1 Transversal-M r _ j einpunktigen Schnittes 
zulassen, hann ràumlich birationàl transformirt werden in ein System von M r _ 1 , die 
sich in Normalcurven 2., 3., 4., .... (n — 1). Ordnung schneiden, welche einen 
festen B , B lt B % , .... oder B n _ s in resp. 1, 2, 3, .... (n — 2) Punkten treffen. 

Solche Curvencomplexe kônnen aber einfach construirt werden. Von den 
gemeinsamen Secanten-i^ aus projicire man sie auf einen i2 r _i, -B r _ 2 , -K r -ï) • • Ri 
resp. in einen Geradencomplex. Daher : 

Theorem IX. — SoU ein eigentlicher <» u -Complex von rationaïen Curven einem 
der Typen des Théorèmes IV équivalent sein, so kann seine Dimension nicht 
]> 2 (r — 2) sein. 

In diesem Falle wird sich ûber jeder Geraden des B r ^ t (Projectionsraumes) 
nur eine Normalcurve befinden. In jedem B i+1 durch den Scheitel-iBi_ x kann 
dann noch nach "Willkûr die Normalcurve Mj + 1 construirt werden, sofern dieselbe 
nur einem fur aile B i+1 einheitlichen Gesetze unterworfen ist. [Wird in jedem 
B i+1 ein & v> "-System von Curven construirt, so wird der Complex unei- 
gentlich.] 

* Monatshefte fur Math, und Phys. 1899. 
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Theorem X. — Gestattet ein eigenilicher Complex rationaler Curven nur zwei- 
punktige Transversale»,, so hat er entweder als erzeugendes M r _ 1 - System ein solcJies 
der Dimension r + 1 oder der Dimension r -\- 3. 

Derm im Corollare zu Theorem I. wurde bereits geschlossen, dass im B 3 die 
Dimension 6 oder 4 ist. Nun ist im if r _ r System des B r jedes erzeugte ^-Sys- 
tem wieder von derselben Art, was die Transversalen anlangt. Daher werden 
die ^-Système in den M 4 entweder die Dimension 7 oder 5 haben, u. s. w. bis 
zu den M r _ 1 . 

Theorem XI. — Gestattet ein eigenilicher Oomplex rationaler Curven nur zwei- 
punktige Transversalen, so ist er birational trans/ormirbar entweder in das System 
der Kegelschnitte, in denen sich die M?_ 1 durch eine /este J/ r 3 _ 2 schneiden, oder in das 
System der Curven 4. 0., Schnitte von M?_ x , welche sich làngs eines B r _ 3 berùhren 
mit demselben Tangenten-R r _ x in allen PunJcten. 

Denn im Falle der Dimension r + 3 besteht ein oo 2 -System von Transver- 
sal-M r _ 1 , welche sich wechselseitig in if r _ 3 so treffen miissen, dass dièse M r _ z 
die M % des gegebenen Jf r _ r Sys,temes in je einem Punkte schneiden. Wird nun 
aus dem gegebenen a> r + 3 -Sy sterne wieder durch einfache Punkte ein homaloidales 
System herausgenommen und wird mit diesen in B' r transformirt, so entsteht aus 
dem Transversalensystem jetzt ein if r _ 2 -System im R' r , das die Geraden des B' r 
in Punktepaaren schneiden muss, also aus Mf-\ besteht. Die M^_ x haben ùber- 
dies die Eigenschaft, sich zu zweien in abbildbaren M r _ % zu treffen. Bei dieser 
Transformation gehen die Curven des gegebenen Complexes in solche uber, 
welche von den M^_ x in zwei variabeln Punkten getroffen werden. Ich werde 
beweisen, dass dièses if r 3 _ r Netz stets birational in ein i^^-Biindel verwandelt 
werden kônne. Ich nehme aus dem oo r+3 -if r _ 1 -System ein oo r_1 -System heraus 
und beziehe dasselbe collinear auf ein o° r_ ^System von B' r _ 1 im B' r , gleichzeitig 
das co 2 -System von Transversalen auf ein oo 2 -System von -B^-i i m R'r reciprok. 

Dann kann, da die M?_ z die M % in je einem Punkte schneiden, hierdurch eine 
birationale Transformation unter B r , B' r bestimmt werden, welche die <*> r ~ 1 M r _ 1 
und gleichzeitig die oo 2 Transversalen in B r _ 1 verwandelt. Die Curven des 
Complexes sind in solche verwandelt, welche von <» r ~ 2 B r ^. 1 durch eine Gerade 
in 4 und von oo 2 ^ r _j durch einen Punkt in 2 variabeln Punkten geschnitten 
werden. Die erzeugenden -M?-i haben in einen (n — l)-fachen Punkt. Statt 
hieran die Discussion zu knùpfen, verwende ich eine dritte Art von Transfor- 
mation. 
3 



18 Kantor : Die Typen der Knearen Complexe rationaîer Gurven im B r . 

Ich beginne mit B 3 . Aus dera Vorhergehenden ist der Nutzen zu ziehen, 
dass wir oo 2 einpunktige Transversalcurven der sâmmtlichen o° fc M % kennen. In 
Folge dessen kônnen wir aus dem a> 6 -System ein «> 3 -System (Mg auswâhlen, 
welches die M % ia oo 3 Ourven eines linearen Systèmes vom Range 2 schneidet, 
wàhrend das ganze oo 5 -System vom Range 4 ist. Die gegenseitigen Schnittcur- 
ven dieser (Mg sind zweipunktige Transversalen. Ich nehme nun abermals das 
Hilfs- o° 3 -System aus dem oo fe -Systeme, welches eine birationale Tr. und daher im 
B 3 aus dem vorher bezeichneten oo 3 -Systeme ein solches mit (7 2 als erzeugten 
Curven liefert und hebe das hervor, dass in Folge dessen die Schnittcurven 
unter den (M* rational sind. Da es aber ein vollstàndiges o° 3 -System ist, so ist 
es nach dem Lemma ein homaloidales System. Benûtze ich nun dièses fur eine 
birationale Transformation, so verwandle ich endlich die Mg des gegebenen Sys- 
tèmes in Ml und die Curven des Complexes in C 4 . Jetzt folgt von selbst, dass 
die M$, damit die (7 4 rational werden, sich in einem Punkte berûhren mûssen. 
In der That bilden dièse if| ein oo 6 -System. Wir entdecken nun auch das bei 
dem ersten Beweisansatze gefundene oo 2 -System 2-punktiger Transversalen ; 
das sind die Bbenen durch 0. 

Bemerken wir jetzt, dass fur dièses System in B z stets ein homaloidales 
System vorhanden ist, das die G n in 4 Punkten trifft und rational distinct ist ; es 
sind die B z des B 3 , Bestandtheile der M£. Aber auch irgend drei Mf schneiden 
sich in 4 Punkten. 

Im B 4 haben wir nun auf den M s des Problemsystemes das <» 6 -System. Wir 
haben wieder fur die M~ 3 einpunktige Transversalen, eben in Folge des rational 
distinct vorhandenen homaloidalen oo 3 -Systemes, das als Bestandtheil im oo 6 - 
Systeme enthalten und daher zweifellos durch ein <x 3 -System von M 3 ausschneid- 
bar ist, dessen gegenseitigen Schnittcurven die einpunktigen Transversalen sind. 
Mit Hilfe dieser Transversalencurven kônnen wir aus dem oo 6 -Systeme von M 3 
auf den M 3 ein <» 4 -System von (Mf auswâhlen, welches sich nur mehr in Ourven 
schneidet, die zweipunktige Transversalen des gegebenen Systèmes sind. Durch 
Benûtzung eines beliebigen, im gegebenen Système enthaltenen homaloidalen 
Systèmes, welches im B 3 jene Schnittcurven in G % verwandelt, weisen wir die 
Rationalitât derselben, deswegen aber die Homaloiditàt von (M% nach, trans- 
formiren mittelst dièses Systèmes und erhalten wieder Ml, welche einen Com- 
plex von Curven C 4 bestimmen. Die sâmmtlichen Range dièses Systèmes 
mussen 4 sein. Daraus schliesse ich, dass sich die M] lângs einer Geraden 
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berùhren und auch in allen Punkten derselben einen und derselben Tan- 
genten-i^, haben. 

In derselben Weise kann bis zum B r geschlossen werden, dass die sammt- 
lichen Range 4 sind, uni endlich, da hiezu weder gemeinsame Mî_ 3 noch zwei- 
mal gezâhlte gemeinsame Mf_ 3 dienen, auf ein System von M*_ x zu gelangen, 
welche sicb lângs aller Punkte eines B r _ % berùhren. Sie sind also von r = 6 
Kegel mit einem Doppel-i2 r _ 6 , der innerhalb B r _ 3 variirt. 

Es bleibt noch der Fall der Dimension r + 1. Dann ist das gegebene 
-^"-System vom Range 2 in Betreff der Punkte, aber durch successive Schlùsse 
ersieht man, dass auch aile ùbrigen Range 2 sind. Durch Vorschreibung eines 
einzigen Punktes P wird also ein «/-System vom Range 1, das ist ein homa- 
loidales System, ausgeschieden. Wird durch dièses in einen B' r transformirt, so 
wird nothwendig ein oo r + ^System von iÇ_ x entstehen, dessen sâmmtliche Range 
2 sind. Das einzige derartige System ist das im Théorème genannte. 

Bevor ich den Beweis verlasse, betone ich nochmals, dass der Angelpunkt 
desselben das im § anfangs gebrachte Lemma ist. Ich fasse aile Resultate 
zusammen in das folgende : 

Theorem XII. — Jeder eigentliche lineare Gomplex rationaler Oarven im B r 
Teann râumlich birational in einen der folgenden Typen ûbertragen werden: 
I. Das Stralenbûndel in einem. Scheitel 0. 
II. Einen oo r ~ 1 - Gomplex von Kegehchnitten. 

III. Einen oo 2(r_1) - Oomplex von rationalen Normcurven i. 0. mit einem festen 
(i — \)-punktigen Sehnen-B { _ z , i <r — 1 oder einen in diesem einthaltenen unvoll- 
stàndigen Gomplex. 

IV. Einen Gomplex von G n mit einem gemeinsamen (n — \)-punkiigen Sehnen- 
-Rf— 1> wobei n wiïlkûrlich gegeben sein kann, Schnitt innerhalb eines ïinearen Sys- 
tèmes M™_ x mit (m — \)-fachem B r _ z . 

V. Den Gomplex der Kegelschnitte, welche eine /este M%__ % zweipv/nletig treffen, 
oder einen in diesem enthaltenen unvollstândigen Gomplex* 

VI. Den Gomplex. der Gurven 4. Ordnung, m denen sich die JÇ_ X schneiden, 
welche einen festen B r _ 3 enthalten und lângs desselben gemeinsame Tangenten-B r _ l 
besitzen, oder einen in diesem enthaltenen unvollstândigen Gomplex. 

Um den zweiten Passus un ter IV. zu beweisen, bemerke ich, dass ein i? r _ 1 
durch B r _ z die Mf_ x in zwei M r _ % schneiden muss, welche nur einen gemein- 
samen Punkt besitzen. Ist also das System nicht homaloidal im B r _ 1 , was nur 

* Durch diesen Zusatz wird die Gesammtheit der Geraden im Br erledigt. 
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bei einem oo r - 1 -Complexe (I. oder IL) eintreten kônnte, so mùssen die Jf r _ 2 
Bbenen, also der M r _ z muss (m — l)-faeh sein. 

TJm in VI. zu erkennen, dass die sâmmtlichen Range 4 sind, hat man zu 
beachten, dass z. B. zwei Mf im R±, die sich lângs einer Geraden g berûhren, eine 
Schnitt-J/3 haben durch g z , deren beide Tangentenebenen in einem Punkte P von 
g in dem gemeinsamen Tangenten-i? 3 der MJ in P enthalten sind. 

Aus diesem Grande zâhlt g im Schnitte von Mi mit einer weiteren Ml des 
Systèmes 4-statt nur zweifach, und âhnlich im R r . Die 2 i_1 Tangenten-^ in 
einem Punkte P von B r _ 3 sind jedesmal in dem Tangenten-jB r _ x an aile M z _ x in 
P enthalten. 

Die Typen des Aequivalenztheoremes VIII. beweisen folgendes fur unser 
Transversalenprincip wichtige Theorem : 

Theorbm XIII. — Fût jeden eigentlichen linearen cc u - Complex rationàler Curven 
im R r gibt es entweder : 

1. ein rational distinctes Bùschel einpunktig schneidender M r _- l (welche abbild- 
bar sind) und gleichzeitig einen oo 21 * -3 - Complex rationàler die erzeugenden M r _ 1 des 
Complexes einpunktig schneidender Curven, oder 

2. ein rational distinctes lineares ^-System einpunktig schneidender M r _%, 
aber nur im Falle, wo u <2(r — 1) ist, oder 

3. ein rational distinctes und ûberdies homaloidales und im. erzeugenden Sys- 
tème enthaltenes 00- System von M r _i, welche die C n zweipunktig schneiden, wo dann 
stets U— 2r ist, oder 

3. ein rational distinctes, weil im erzeugenden Système dis Degeneration enthal- 
tenes & r -System von ilf r _ 1 , welche die C n zweipunktig schneiden. 

In 3. und 4. gibt es einen rational distincten oo r - 1 -Complex rationàler 
Curven, welche die erzeugenden M r _ l sâmmtlich einpunktig schneiden. 

Jedes einzelne dieser Système von Transversalen ist daraus zu erschliessen, 
dass bei birationaler Uebertragung Dimension, Geschlecht und Anzahl der Trans- 
versalpunkte in einem Système invariant sind. Es ist von Wichtigkeit, zu 
bemerken, dass die Transversalen 1.-4. auch fur einen enthaltenen unvoll- 
stândigen Complex rational distinct bleiben. 

§5. — Verallgemeinerung des Picard 'schen Satzes auf B r . 

Das Theorem XIII. leitet zu folgendem weiteren Théorème, dessen speciell 
sten Fall Herr Picard in Cr. J. 100 gegeben hat (fur r = 3) : 
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Theorem XIV. — Die M r _ x des B r , welche rationale ebene Schnittcurven besitzen, 
sind : 

I. die JÇL lt 

II. die M r _ x , welche aus einer rationalen Beihe von i2 r _ 2 zusammengesetzt sind, 

III. die M$_ x , welche Kegel sind, die aus einem B r _ 3 eine Steinersche Floche 
4. 0. projiciren. 

Aus der Bxistenz der oo 3 ( r - 2 > ebenen Curven folgt zunàchst die Abbildbar- 
keit. Der algebraische Beweis hat keine Schwierigkeit. G-eornetrisch stùtzt 
man sich am besten auf das Lernrna: Bnthâlt eine M r _ x einen oo r_2 -Complex von 
rationalen Curven, der den Index 1 besitzt, und der an sich eine unicursale 
Mannigfaltigkeit ist, so ist M r _ x unicursal. 

Um diesen Satz zu beweisen, transformire ich mittelst einer einfachen 
geometrischen Construction die M r _ x in eine solche, wo die oo r - 2 Curven in 
einem «.'-^Complexe rationàler Curven des B 2 enthalten sind, die den ganzen 
Rauni einfach erfûllen. Dann wende ich das Princip an, dass die verschiedenen 
Geschlechtszahlen sich nicht ândern, wenn die Basisgebilde des Complexes so zer- 
fallen, dass er in ein Stralbûndel transformirbar wird. Ist er dies aber, so wird 
M r _ x ersichtlich eine Kegelflàche, die von einem B eine unicursale M r _ % pro- 
jicirt. 

Nun sind die einzigen if r _ 2 -Sy sterne, welche sich in Curven p = schneiden 
und als Bilder einer M r _ x im B r dienen kônnen, die in IV. V. VI. des Th. XII 
genannten. 

§6. — Die uneigentlichen linearen Complexe rationàler Curven im B 3 . 

Theorem XV. — Im B* ist jeder uneigentliche Complex von rationalen Curven 
C n durch birationale Transformation des B s in einen Complex von ebenen Curven in 
den Ebenen eines Bûschels (wenigstens irrational) ûbertragbar, sobald es ein aile C n 
enthaltendes M 2 -Bûschel gibt. 

Das zweite erzeugende Jf 3 -System hat mindestens u = 2. Ist « genau = 2, 
so sind die Système von C n in den M % des Bûschels homaloidale Netze, die 
Schnittcurven der M % des Netzes unter einander einpunktige Transversalcurven 

* Wâhrend die eigenf lichen Complexe rationàler Curven im B 3 , fur welche u > 2, von F. Enriques 
in Math. Ann. Bd. 46 auf drei Typen zurûckgefûhrt sind, welche aus 4. 5. 6. des Théorèmes XIII fur 
r = 3 hervorgehen, hat er auch im R 3 die uneigentlichen Complexe gar nicht erwâhnt. Uebrigens 
ist seine im R s benûtzte Méthode nicht nur grundverschieden von der meinigen, sondera ihr in gewis- 
sem Sinne gerade entgegengesetzt. 
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jener M % , wobei jedoch von einfachen Basispunkten des zweiten Systèmes 
abgesehen wird. In der That àndert die Weglassung derselben nichts an der 
Rationalitât oder Ordnung der Schnittcurven und das System kann mit Bezug 
auf dièse beiden Charactere erst nach Weglassung der einfachen Basispunkte als 
vollstândig angesehen werden.* Ist «>2, so kann aus dem » "-Système von 
G n durcb Vorschreibung von Punkten, welche in der Basis des Jf 3 -Bùschels ent- 
halten sind, ein homaloidales Netz, das ist also aus dem zweiten J^-Systeme ein 
vollstândiges co 2 -System ausgeschieden werden, dessen gegenseitige Schnitt- 
curven einpunktige Transversalen der M % des Bûschels sind. Wird nun dièses 
Netz auf ein Ebenenbûndel reciprok und das erste Jt^-Bûschel auf ein Ebenen- 
bùschel projectiv bezogen, so hat man eine birationale Transformation nach einem 
R' 3 vermittelt, welche das J^-Bùschel in ein Ebenenbûschel ùberfûhrt. 

Es wird aber sogar gleichzeitig das transformirende Netz so gewàhlt werden 
kônnen, dass es entweder das einpunktig schneidende Bùschel enthâlt oder selbst 
das zweipunktig schneidende Netz ist und daher entstehen durch die Transfor- 
mation dann die beiden Typen von Curvensystemen in den einzelnen Ebenen. 

Soll rein rational transformirt werden, dann dûrfen die einfachen Basis- 
punkte nicht verwendet werden, Aber es ist zu ersehen.f dass auf jeder M 3 des 
Bûschels entweder ein ooLSystem 1-punktiger Transversalen also insgesammt 
ein oo 3 -System 1-punktiger Transversalen des anderen J/ 3 -Systemes erscheint, 
was Transformirbarkeit dièses in ein monoidales System beweisen wûrde oder 
ein co 2 -oder o° 3 -System 2-punktiger Transversalen, was im einen Falle rein 
rationale Transformirbarkeit auf ein Ebenenbûschel oder im anderen Falle 
Transformirbarkeit auf ein Bùschel von Mi bewirht. Aber eine weitere kleine 
Discussion beweist, dass dièse nie vollstândig in einem Bùschel sein kônnen. 

Theoeem XVI. — Die Complexe des Théorèmes XV. sind équivalent: 1. Gurven 

G n , welche einen festen (n — l)-fachen Punht hàben und in Ebenen eines Bûschels 

enthalten sind oder 2. Gurven G 2 , welche in den R 2 eines Bûschels sind und eine G n , 

welche dessen Axe (n — 2)-punïctig trifft, zweifach treffen oder 3. aile G 2 , welche eine 

/este Gerade zweipunktig treffen. 

Es bleibt nur zu n. 1. zu erklâren, dass man die bei der Wahl der Trans- 
formation in den einzelnen Ebenen entstandenen (n — l)-fachen Punkte durch 

*Sïehe §4, Lemma I. 

tDenn die Flâchen mit einem rational distincten linearen œ 2 -oder œ> 8 -System rationaîer Ourven 
sind rein rational abbildbar auf eine Ebene oder eine Ml. 
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neuerliche Anwendung einer Oollineation auf je eine der Ebenen, das ist also 
durch eine neuerliche râumlich birationale Transformation in einen und denselben 
Punkt der Buschelaxe verlegen kann. 

Theorem XVII. — Wenn im B 3 die niederste Dimension eines enthaltenden 
M x - Systèmes v 2 ^> 1 ist, so kann der G m - Gomplex in den Schnitt aller M$ mit allen 
Ebenen oder in den Gomplex aller Schnittcurven der Monoide M™ (O m-1 ) mit den 
Kegelflâchen eines linearen Systèmes in verwandelt werden, welche selbst rational 
sind. 

Es ist dann eine Dimension v 1 (cf. §1) mindestens 3. Jedes der beiden Sys- 
tème besteht aus abbildbaren Flâchen, da jede dieser Flàchen œ 3 rationale Curven 
eines linearen Systèmes enthâlt. Aus dem Système oo 8 * wâhle ich ein oo 3 -System 
durch Vorschreibung einfacher Punkte, welche auch in der Basis des zweiten Sys- 
tèmes enthalten sind. Dann schneidet es dièse M z in homaloidalen Netzen und daher 
sind die gegenseitigen Schnittcurven jenes oo 3 -Systemes rationale Curven, welche 
die M 2 des zweiten zu einpunktigen Transversalen haben. Verwandelt man sie in 
ein Stralenbùndel, so kann dies stets auch so geschehen, dass die oo 2 M % in oo 2 
Ebenen verwandelt werden. Das zweite System geht in ein Jf 3 -System ûber, 
dessen M % von ce 2 Ebenen eines Bûndels in rationalen Curven geschnitten 
werden und die Geraden durch zu einpunktigen Transversalen haben, also in 

Die Curven mùssen auch von aus durch ein lineares System von Kegel- 
flâchen projicirt werden, weil sie auf jeder einzelnen M% (O n_1 ) des Systèmes 
ein lineares System bilden, und diesem in der Abbildung auf B 2 , welche durch 
die Projection aus entsteht, ein lineares System entsprechen muss. 

Wenn die sâmmtlichen Flâchen gleichzeitig in Ebenen verwandelt werden, 
und die Kegelflâchen, welche wir eben erwâhnt haben, sind Kegelflâchen 2. 0., so 
benûtzen wir gleich das ganze System der Kegelschnitte, welche Schnitte der Ml 
mit allen B % sind. 

Es wurde implicite die Annahme gemacht, dass Basispunkte des zweiten 
Systèmes vorhanden sind. Dièse Annahme gilt nur dann nicht, wenn dièse M z 
sàmmtlich schon die B 2 oder die Mi sind. 

G-erade dièse Bemerkung fûhrt zu einer zweiten Art von Transposition. Wir 
môgen v 2 ~> 2 voraussetzen. Solange das zweite System Basispunkte (in hin 
reichender Anzahl) hat, kônnen wir nun, da die einfachen Punkte P nichts an 
der Rationalitât der Schnittcurven des ersten Systèmes àndern kônnen, mindes- 
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tens ein oo 3 -System.im ersten enthalten voraussetzen, dessen gegenseitige Schnitte 
rationale Curven sind, welches also, wenn es durch einfache Punkte als ein rela- 
tiv vollstândiges erhalten wurde oder es an und fur sich vollstândig ist, nothwen- 
dig homaloidal sein muss. Die Transformation durch dièses System liefert fur 
das zweite il^-System ein solches, dessen sâmmtliche ebenen Schnitte rational 
sind. Nach einem Théorème (Picard's) fui* den B 3 kônnen dièse nur sein: 1. 
die sâramtlichen Mi oder ein darunter euthaltenes System, 2. Regelflâchen, 3. 
Steinerische Flâchen. Fur 1. ist zu erwâhnen, dass die Mi nur von den B z in 
einem Complexe von Curven mit p = geschnitten werden. 

Fur n. 2. sage ich nun, .dass die Regelflâchen die vielfachen Curven gemein- 
sam haben mùssen, also dass ihre Brzeugenden entweder eine feste G-erade 
schneiden mussen, die fur aile (n — l)-fach ist, oder eine Congruenz der Ordnung 
1 bilden, welche also birational in ein Stralbiindel ûbertragbar ist, somit die 
Regelflâchen in Regelflâchen mit gemeinsamen Scheitel verwandelt werden. 
Die Steiner'schen Flâchen sub 3. kônnen, obzwar es lineare Système von 
Monoiden gibt* keine linearen System bilden, ohne dass die Doppelgeraden fest 
sind, was den vorigen Fall gibt. So bleiben die Typen des Théorèmes XVI. 
Dieselben gehôrig interpretirt geben nun : 

Theoeem XVIII. — Fur jeden uneigenilichen linearen Gomplex rationaler Gurven 
im R 3 gibt es entweder : 

1. ein rational distinctes oo 1 - System von M 2 , welche aile Gurven einpunïetig 
treffen, oder 

2. ein rational distinctes co 2 - System von M 2 , welche aile Gurven des Systèmes 
zioeipunktig treffen, oder 

3. ein rational distinctes und uberdies homaloidales oo 3 - System von M z , welche 
aile Gurven zweipunTetig treffen. 

Im Folle n. 1. gibt es einen co 2 - Gomplex der Ordnung 1 von rationalen Curven, 
welche die beiden erzeugenden Système einpunïetig treffen (eventuell dem einen ganz 
angehôren) ; im. Falle n. 2. gibt es ausser den gegenseitigen Schnittcurven jenes 
M % -Systemes Jeeine Gurven, welche die M % auch nur in zwei Punhten treffen wurden. 
Das eine erzeugende M 2 -System ist ein Partialsystem (Degeneration) des anderen. 

Dièse Schlùsse beruhen aile darauf, dass durch birationale Transformation 
des B 3 ein im Sinne des Geschlechtes oder Punktranges vollstândiges System 
wieder in ein vollstândiges System ubergeht. 

* Mario Pieri, Giorn. di Matematich'e vol. XXXI, beweist wohl zuerst die Existenz von " Bûscheln " 
von Monoiden. Es gibt aber auch hôhere lineare Système von Monoiden im B 3 und dann auch im jR 
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§7. — Die uneigentlichen linearen Complexe rationaïer Curven im B r . 

Lemma IL Wenn im B r ein voïïstàndiges /System von M r _ 1 eine M r _ 1 in einem 
vollstàndigen Système schneiden soll, so darf es heine einfachen Basispunkte ausser- 
halb M r _ x besitzen. Denn die Weglassung dieser wùrde nichts an der Rationali- 
tat ândern, ebensowenig an den r — 2 ersten Rângen des J^_ r Sy sternes, wùrde 
aber die Dimension vergrôssern. 

Lemma III. Die einzigen linearen Système im B r , welche heine Basispunlde 
besitzen und von allen Ebenen in rationalen Curven geschnitten werden, sind die 
Mf_ x . Die beiden anderen Arten M r _ x ausTheorem XIII. kônnen ohne Basis- 
punkte kein lineares System erschôpfen. 

Theokem XIX. — Wenn im B r aile erzeugenden Système 2i, • • • • 2 r - -î Dimen- 
sionen >r — 1 haben, also (Bezeichnung §1) v r _ x ^>r — 1,* so kann der Complex 
rationaïer Curven râumlich birational verwandelt werden entweder 1. in einen Com- 
plex von Kegelschnitten, Schnitt eines linearen Systèmes von M?_i mit einem linearen 
Système von B r _ x , oder 2. in den Schnitt eines linearen Systèmes von Monoiden 
M?_y ( O n ~ 1 ) mit einem linearen Complexe von Kegelflâchen zweier Dimensionen mit 
dem Scheitel in O.f 

2 r _i ist entweder nach Lemma aus §4 homaloidal oder es kann ein homa- 
loidales System herausgenommen werden. B r hiedurch in B' r transformirt liefert 
Système 2 1( . . • • 2 r -2 von Picard'schen Mannigfaltigkeiten des B' r . Die 3. Art 
kann keine linearen Système liefern, weil es keine linearen Système von C 4 mit 
Doppelpunkten gibt, deren drei Doppelpunkte nicht fest wâren. Scbneidet man 
die linearen Système von M r _ x der 2. Art mit Râumen B s , so erhâlt man lineare 
Système von Regelflâchen und nach dem in §6 bei Theorem XVI Gesagten folgt : 

Lineare Système von M r _ 1 mit oo 1 B r _ % kônnen nur mit festem B r _ 2 , der 
von allen erzeugenden B r _ 2 in B r _ z geschnitten wird oder in einem «ASysteme 
der Ordnung 1 von B r _ 2 existiren. Das letztere kann râumlich birational in 
das System der B r _ % durch einen festen B r _ 3 transformirt werden. 

* Die Dimensionen Vi des Systèmes S, werden sich stets auf als vollstândig vorausgesetzte Système 
beziehen. 

tEs treten hier zum ersten Maie die linearen Complexe von M z auf. Es ist klar, dass sich auch 
fur solche Complexe mûssen Aequivalenztheoreme herleiten lassen, entsprechend den von Nôther, Ber- 
tini und mir (Monatshefte) fur Curven gefundenen. Aber es scheint, dass dièse Aequivalenztheoreme 
in ihrem Kerne doch nichts weiter als die Aequivalenztheoreme fur die Curven enthalten werden. 
Dies ist in Uebereinstimmung mit dem, was ich in der Einleitung ûber die Grundlagen der Théorie der 
Transformationsgruppen gesagt habe und was sich sogar auf stetige Gruppen ubertràgt. 
4 
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Wird eines der 2 { so transformirt, so kônnen die anderen, welche die 
rationalen C n ausschneiden, nur so beschaffen sein, dass sie Monoide sind und den 
festen R r -2 °der B r _ s zum Scheitel haben. 

Theorem XX. — Wenn « r _i =1 und in den M r _ l von X r -i eigentliche Complexe 
von Curven entstehen, so Tmnn der Complex râumlich birational verwandelt werden 
entweder 1. in einen Complex von Kegelschnitten, die eine /este M?_ s treffen oder 2. in 
C t , welche von den M^_ % durai einen festen B r _ i mit gegenseitiger Berûhrung erzeugt 
werden, oder 3. in C n , welche einen festen B r _ z (n — \)-punhtig treffen, 4. in Norm- 
curven Ci, welche einem B ( (i — l)-punhtig treffen und in allen diesen Fàllen sind 
die Curven des typischen Complexes nur in den oo 1 B r _ 1 eines Bûschels enthalten. 

Das Theorem ist die Verallgemeinerung von XIX. und kann Schritt fur 
Scnritt in gleicher Weise bewiesen werden. Es ist also das Schwergewicht auf 
den Nachweis der einpunktigen Transversalcurven aller M r _ x von X r -i zu werfen 
und es sind nachtrâglich die einzelnen i? r _! des Bûschels collinear so zu transformi- 
ren, dass die festen Sehnenràume aus den einzelnen B r _ x in den Schnitt-jB r _ a 
ûbergeben und dort coincidiren. 

Aehnliche Théorème liessen sich fur v r _ 1 = 2, .... , r — 1 geben und es 
wird nûtzlich sein, sie abzuleiten ; ich wende mich aber Raummangels wegen 
zum allgemeinen Théorème, das etwa so ausgesprochen werden kann. 

Theorem XXI. — In j'edem uneigentlichen Complexe rationaler Curven des B r 
gibt es, wenn r ^> 3 , entweder 1 . ein rational distinctes und ûberdies homaloidales 
oo r - System von M r _ 1 , welche fur aile Curven des Complexes zweipunktige Transver- 
salen sind oder 2. ein rational distinctes und ûberdies homaloidales c» r -System von 
-M r _i, welche fur aile Curven vierpunktige Transversalen sind oder 3. ein rational 
distinctes oo 1 oder co 2 . . . . cc r ~ 1 - System von M r _ 1 , welche fur aile Curven ein- 
punktige Transversalen sind. Im letzteren Falle gibt es stets einen linearen oo r_1 - 
Complex von Curven, welche gleichzeitig fur sâmmtliche erzeugenden Système ei/n- 
punktige Transversalen sind. 

Der Beweis soll nun die Œltigkeit fur B r _ 1 voraussetzen, also auch fur 
jeden in einer abbildbaren M r _ 1 enthaltenen Complex und von da aus den B r 
einbeziehen, verkettet sich aber in eigenthûmlicher Weise mit dem Beweise des 
Aequivalenztheoremes. 

Sei v r _i < r — 1 ; jéde M r _ x von X r -i wird einen eigentlichen oder uneigent- 
lichen Complex des C n enthalten. Fur jeden gilt das Theorem XXI. per 
hypothesin, also ist es môglich, aus den ûbrigen 2, Untersysteme auszuscheiden, 
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welche sich in einem oo r_1 - Système einpunktiger Transversalen der M T _ X 
schneiden. 

Es môgen nun die J^_ 1>r _ i+1 -, in denen sich die M r _ l des S r _i gegenseitig 
schneiden, collinear auf die B r _ v _ 1+1 bezogen werden, welche durch einen 
festen B r _ v r _ x eines B r gehen. Dann kann mittelst der einpunktigen Transver- 
salen von vorhin jede der M r _ v +1 auf den entsprechenden B r _ Vr _ i + 1 birational 
bezogen werden und zwar, da auch in jeder M r _ Vr _ j + 1 das Theorem XXI gilt, so, 
dass die Transversalen dièses Théorèmes in B r _ Vr _ l verwandelt werden. Aile 
dièse einzelnen auf rational distincte Art festlegbaren Transformationen geben 
eine birationale Transformation des B r , durch welche also bereits die M r _ 1 von 
S r _i in B r _! verwandelt sind und ûberdies in jedem einzelnen — weil in jedem 
einzelnen der letzten Schnitt B r _ Vr _ i+1 — gewisse typische Curvencomplexe 
hergestelt sind. Dann bildan aber die B r _ x des B' r das im Théorème XXI. 
behauptete Transversalensystem der Numern 1. und 2. und es existirt im Falle 
3. nothwendig ein rational distinctes Transversalensystem M r _ x , welches die 
M r _ x in den rational distincten Transversalsystemen M r _ x schneidet. 

Fûrv r _ 1 >-r — 1 folgt die Giltigkeit von XXL im B r aus Theorem XIX. 
Der Beweis des Th. XXI. hat nun gleichzeitig das folgende Aequivalenztheo- 
rem geliefert. 

Theorem XXII. — Jeder uneigentliche lineare co u -Complex rationaler Curven 
C n im B r ist ràumlich birational équivalent entweder : 

I. einem, Complexe von Kegelschitten, welche in einem linearen Système von 
B r _ x enthalten sind, das auch durch das lineare System ihrer Schnitt-Bi vertreten 
sein kann* 

II. einem Complexe von Kegelschnitten, welche in einem linearen Système von 
Mf-i enthalten sind, oder 

III. einem Complexe von (7 4 , welche m einem linearen Système von B t mit 

* Es gibt verschiedene Constructionen von Kegelschnittcomplexen, die zwar recht speciell sind, aber 
ihrerseits Anknûpfungspunkte fur neue Fâden geometrischer TJntersuchung bieten. 

Im iJ 5 verwende man drei windschiefe Geraden g u g 2 , g 3 , die Ebenen, die ihnen incident sind, 
bilden einen linearen œ s -Complex. Diesen beziehe man collinear oder rational auf ein co s -System von 
J/?_ r Systemen, jedes der Dimension (oder Mâchtigkeit) oo , m>1, so erhâlt man durch Schnitt jeder 
Ebene des Complexes mit dem entsprechenden œ"Jf|_i-Systeme ein lineares oo"-System von Ml in der 
Ebene. Wenn insbesondere u = l, ensteht ein œ 4 -Oomplex. Der Typus wird gefunden, indem man 
ràumlich birational den oo 8 -i? 2 -Complex in aile Ebenen durch einen B 1 verwandelt. Die Herstellung 
von Kegelschnitten in diesen Ebenen geschiebt durch das Transversalenprincip. 
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/estent B i _ 1 enthalten sind und ihre Doppelpunhte in einem festen B t _ 3 des letzteren 
besitzen, oder 

IV. einem Complexe von Normalcurven C it wehhe in einem Knearen Système von 
B r _ 1 enthalten sind, und einem B t , der aïlen gemeinsam ist, zum (i — l)-pun7ctigen 
Sehnenraume haben, oder 

V. einem Complexe von Curven, welche der Schnitt eines Unearen Systèmes von 
Monoiden M™_ x {O m ~ l ) mit einem Complexe rationaïer zweidimensionaler Kegel- 
fiàchen sind. 

Wird auf diesen Complex V. eine Transformation angewendet,* welche den 
Schnitt der Kegelflâchen mit einem allgemeinen B r _ x wieder auf die typische 
Form bringt, dabei aber die Geraden durch 0, resp., wenn ein linearer Raum 
B w ist, B w + l durch B w wieder in solche verwandelt, so entsteht das folgende 
absichtlich von XXII. getrennt gehaltene Theorem : 

Theorem XXIII. — Jeder uneigentliche lineare Complex rationaïer C n im B r , 
loelcher einpunktige Transversal-M r _ 1 besiizt, hann râumlich birational verwandelt 
werden m den Schnitt von r — 1 M r ^ x -Systemen 2 4 der Ordnungen m 1 , .... m r _ 1 , 
welche bezûglich (»% — l)-/acA,f (m 2 — l)-/ach, .... (m r _ 1 — l)-fach einen Baum 
Oi , • • • • O t enthalten, wo i 1 > 2 i z ^ = • • • • ^i r -i un d ûberdies jeder O^in dem Oi X-1 
enthalten ist, resp. mit ihm coincidirt, wenn i k = i^_ 1 und wo eines der Système 2<_i 
nothwendig ein System von (r — • l)-dimensionalen Kegel/n ist. 

Schlussbemerhung. Neben dem allerdings tiefer géhenden Aequivalenzpro- 
bleme, das Gegenstand dieser Arbeit ist, gibt es doch auch noch andere Unter- 
suchungsrichtungen auf diesem Gebiete ; z. B : Man soll aile projectiv verschie- 
denen linearen Complexe (die eigentlichen und uneigentlichen) von Raumcurven 
3. 0. im B s bestimmen — oder von Raumcurven 4. 0. 2. Sp. im is! 3 — oder von 
Normcurven r. O. im R r — oder von Normcurven i. 0. p = im B r — oder von 
rationalen Raumcurven (r + 1). 0. im B r etc. 

* Es wird nâmlich das Lemma : Gibt es eine birationale Transformation T im 2î,_i so gibt es im B, 
eine birationale Transformation T u welche die Stralen eines Bûndels mit Scheitel Ogemâss Tunter 
einander verwandelt, einfach durch Anwendung von T auf die R r -i eines Bûschels bewiesen. 
Wenn es nun eine birationale Transformation im R r -i gibt, welche einen Complex oo™ von rationalen 
Curven in einen anderen ûbertrâgt, und dies auch dann, wenn der zweite Curvencomplex der typische 
ist, dessen Kenntnis im iJ r _i bei unserem Beweise vorausgesetzt werde. Dièse Transformation ist es 
nun, von welcher an dieser Stelle des Textes Anwendung gemacht wird. 

t Darunter ist also auch der Fall enthalten, wo ein lineare Complex von rationalen zweidimen- 
sionalen Regelflachen mit den sâmmtlichen ïï r -i zum Schnitte gebracht wird. 



